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Тригогиперболические функции 
и их алгебраические свойства (Г) 


Материалы статьи носят научно-исследовательский характер в области теории функций и предлагают 
альтернативный вариант системы независимых функций, которые, возможно, дополнят систему 
тригонометрических и гиперболических функций. Новые функции взаимно однозначно выражаются 
через обычные тригонометрические и гиперболические функции и поэтому названы тригогипербо- 
лическими функциями. Получены соотношения между новыми функциями, а также между новыми и 
традиционными функциями. Необычность этих соотношений делает теорию довольно сложной, но 
перспективной. 


Хорошо известно, что функции синус и косинус могут быть представлены абсо- 
лютно и равномерно сходящимися на всей вещественной оси степенными рядами [1-3]. 
Эти ряды являются знакочередующимися. Другими словами, каждая из функций 
состоит из пары сходящихся рядов противоположного знака. Каждый ряд сходится к 
некоторой, как следует из их разложений, аналитической функции. На основании 
такого разделения рядов для синуса и косинуса на две пары рядов (всего четыре ря- 
да) можно ввести четыре аналитические функции. Так возникает единый базис для 
тригонометрии обычной и гиперболической со своими, назовем, «тригогиперболиче- 
скими» соотношениями и свойствами. 

Представления тригонометрических и гиперболических функций через новые, 
непериодические, функции является, по сути, упрощением элементарных функций 
синуса и косинуса и служит базисом для практической работы с обычными триго- 
нометрическими и гиперболическими функциями, а также с экспоненциальной функцией. 
Получив ряд соотношений между новыми базисными четырьмя функциями, можно 
работать как с новым набором функций, так и с обычным набором (синус, косинус, 
гиперболическими синус и косинус). С каким набором функций работать удобно, опре- 
деляется постановкой решаемой задачи. 


1 Определения тригогиперболических функций 
и основные обозначения 


Запишем стандартные степенные в 


3 со 21-1 
х х 
зшх = Я : 
3! А ое 
ы ы 2 (0 
созх = | +. 
2! о У от у 


Разбиваем каждый их этих рядов на два знакопостоянных ряда и введем обозначения 
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4 8 [$] 4п (2) 
хх х 
сох =1+--+—+....= 
д 8 >, (4п)! 
2 хб х0 © "+? 
О5х= + +—....= 
и а 10 >. (4п)! 


В дальнейшем будем эти функции называть соответственно 5х «си-функция», шх 


«инус», сох «ко-функция» и озх «осинус», а всю совокупность ях, тх,сох,озх — триго- 
гиперболическими функциями. 


Согласно определениям 


зшх = 5 — 1х, 
(3) 
с0$х = сох — 05х. 


Сравним ряды для гиперболических функций 5йх, сйх и функции е” с определе- 
ниями тригогиперболических функций (2) 


Е 
5йх=х+—-+— 


В а ОГ 
2 х4 со х2" 
сйх =1+7+-+.+=») | 
1 4! на (2и)! 
й х? ХЗ. со х” 
ее =1+х+—+——+...+ = —. 
1 3 о. 
Находим следующие равенства 


уйх = 9х -+х, 


сйх = сох + о5х, 


(4) 


Графики введенных функций представлены на рис. 1, а разности зшх=5й-—тх 
со5х = сох- ох и суммы 5йх = ях +тх, сйх = сох + о5х — на рис. 2 иЗ3. 


е” = 5х + тх + сох + 05х. 


Рисунок 1 — Графики функций у=5х и у=шх, функций у=сох и у=о5х 
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Рисунок 3 — Графики функций у=ях-—тх=зшх и у=яйх-+тх = 5йх 


Свойства симметрии функций 5х ,„тх,сох, 05х 


5-х) =-ях, т(-х) = -—тх, 


(5) 


со(—х) = сох,,05(—х) = сох. 
Запишем нули функции у=зшх: зшх=0=>х=ли,пеЙ. Поскольку зтх = ях -тх, 


| | п 
то 5Кли)=т(ли)пеЙ. Аналогично, с0зх=0=>х= — +ли,пЕЙХ. Поскольку 


Ия Ия 
с08х=сох-—05х, то «1 + ы = ВЕ + т ЕС. Теперь рассмотрим значения 
. Иа ТОРЕ . п 
зшх = +1 => х= о +2лп,пе 7. Откуда следует, что 5 2 + 2+ р +2 =-1. 


Если созх=+1=> х=+л+2ли,пеЙ. Откуда следует, что т + т = | + Ы ЕЙ. 
Итак, 

5Кли) = т(лп), «= + ы = = + = 

со(+л + 2лп) — о5(+л +2лп) = +1, 


тат ШЕЯ нат] =+1.пЕЙ. 
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Рисунок 4 — Более детальное поведение тригогиперболических функций 
п 
в окрестности точек х = ли, х = — +ли,пЕЙ 


Выразим тригогиперболические функции через обычные тригонометрические 
и гиперболические, комбинируя равенства (3) и (4) 


Е пл + 9йх), 


шх = Ут х+ 5йх), 
(6) 


сох = > (созх + сйх), 


05х = ьСсозх + сйх). 


Сразу обратим внимание на тот факт, что мы имеем дело с двумя независимыми 
наборами функций ях, тх, сох, ох и зтх, созх, яйх, сйх (или, что эквивалентно 


набору зшх, созх, е`,е“), переход от одного набора к другому производится по 
формулам (3), (4) и (6). 


2 Основные соотношения для функций 5х, шх, сох, 05х 


Выведем ряд соотношений, связывающих тригогиперболические функции 5х, 
тх, сох, ох с обычными тригонометрическими и гиперболическими функциями 


зшх-5йх = (ях тх)(яйх-+тх) = $5Рх-—т?х; созх-сйх = (сох- озх)(сох+ 05х) = со’х- 057. 
Откуда, 
5Рх-т?х=зшх- 5йх, @) 
со’х—05°х = созх -сйх. 
Отсюда следует формула 


.2 асы 2 2 . 
х-тх+сох-о5х =зтх: 5йх+ собх : сих. 
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Используя формулы (6), найдем 
ое | 
1х - 0о5х — тх : сох = я (1х + 5йх)(- созх + сйх) — (-зшх + 5йх)(с0$ х + сйх)) = 
| 
= — ((зшх-сйх -— с0$ х5 - ИХ). 
2 
Кратко 
2(ях-о5х—тх-сох) =зтх-сйх-с058х- 5йх. 
ый 2 
Используем основное тригонометрическое тождество зш“х+с0$°5=1 
. . у 2 2. 2 20 2 2 те 
(ях —тх)” + (сох- о5х)" =1 5 х+т“х+с0“х+05`х- 2ямтх — 2сохо5х = 1. 
Аналогично используем основное «гиперболическое тождество» сй?х- 5х =1 


Э . . 2 2 Я .2 в .. 
сох + о5х)* — (ях +тх)" =1 со’х+05х-5Гх-т-х + 2сохоях - 25ртх. =, 


В результате имеем пару соотношений 


2 2 .2 2 . . 
со“х + 05`х+ 5х +т^х =1+2(я&х - Их + сох : 05х), 


(8) 
2 2 :.2 2 . ; 
со`х + 05`х- 5х -тох =1+2(ях -тх - сох -05х). 
Складывая и вычитая полученные равенства, получим 
2 2 ь С 
со“х+05х =1+23 ях -тх, (9) 


эйх+т”х=2сох:05х. 
Используем формулы двойных аргументов зт 2х = 25ш хсозх и 5й2х = 25йх - сйх 


зш2х =512х-т2х = 2(ях-—тх)(сох- ох) = 2ях сох+ 2тх о5х— 25 о5х- 2их сох, 
5й2х = я 2х +т2х = 2(ях-+тх)(сох+ о5х) = 2ях сох+ 2тх оях+ 2 ях озх+ 2их сох, 


2х = 2(яйх -сох-+тх- 0х), 


(10) 
т2х = 2(9х - о5х + тх .сох). 

Проверим результат 

2х -—т2х = 2(ях -сох- ях: овх+тх:о5х—фтх-сох) = 2(ях (сох- ох) + тх(озх- сох)) = 

= 2(яйх созх—тхсозх) = 2( ях —тх)созх = 2зтхсозх = зт2х. 
Аналогично проверяется равенство 512х + т2х = 5й2х. 
Используем формулы двойных аргументов с0$2х =с0$' хэш? х и сИ2х=сй2х+5?2х 
с0$2х =со2х- о52х = (сох- о5х)? —(ях-тх)? = со’х+ 05° —-5Рх-т?х- 2сохо5х+ 25риих, 
сй2х = со2х + о52х = (сох+ ох)? + (ях тх)? = со?х+ 05° +57 х+т?х+2соховх + 5х, 


2 2 О В 
со2х = со`х+ 057 +3 ях -тх, 


(11.1) 
052х=5йх+т?х+ 2сох- ох. 
Подставив формулы (9), получим более простые выражения 
2х =1+45% +1 
со2х =1+49ях -тх, (112) 


052х = 4сох-о05х. 
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Вычитая и складывая выражения, получим со$2х =со2х-0о52х =с0$2х =1+4ях-тх- 4сох: о5х, 
сй2х = со2х+ 052х =1+4ях их + 4сох -05х, 


с0$ 2х =1+ 45 - мх - 4сох : 05х, 


(12) 
сй2х =1+455х - тх + 4сох - 05х. 
Вычитая и складывая равенства, получим еще два соотношения 
сй2х-с0$2х- = 8сохобх, (13) 
сй2х + с0$2х-—=2 +85 -тх. 
0 1-с0$2х 5 1+с0$2х 
Используем формулы понижения степени зш“х=———— и 60$ х= Ра =: 
подставив формулу (12): 
1+с082х _ 1+(1+495йх-тх -—4сох-0о5х) _ 1+2 -тх-2сох-05х) 
2 я. 2(сох- ох - ях-тх) 
эт” х = 2(сох - о5х — ях -тх) (14) 
с0$* х=1+ 2(54х - шх — сох . 05х). 
Используем формулы понижения степени 5й”х = СИР и сй’х= ея, 
подставив формулу (12) 
сй2х 1 _ 1+4ях-тх + 4сох: ох 1 _ |1+2ях -тх + 2сох-05х, 
2 2 2х тх + 2сох- 05х. 
сй?х =1+254х - тх + 2сох - 05х (15) 


5й*х = 2х -тх + 2сох - 5х. 
Найдем тригогиперболические функции для суммы и разности аргументов х и у 
зт(х + у) =зшхсо$ у + созхзш у = (ях — тх)(соу — о5у) + (сох-о5х)(я у —ту) = 
= 5хсоу- Яхобу— тхсоу- пхобу + сохя1у— о5х5Гу — сохту- о5хту, 
5(х+ у) —т(х + у) = 5хсоу + 51усох — сохту — тхсоу — 05х51 — озуяйх + пхобу + туобх. 
Аналогично, для гиперболической функции 5й(х- у) 
5й(х + у) = 5йхсйу + сйх5йу = (ях +тх)(соу + озу) + (сох + 05х)(9й7+ту) = 
= 9хсоу + 5х05у + тхсоу + пхо5у + сох5Г) + о5хяйу- сохту + о5хту. 
В результате получим 
5Кх+ у) +т(х + у) = (5хсоу- Яусох) + (сохту + тхсоу)-+ (05х57 оуяйх) + пхо5у + туобх. 
Сладывая и вычитая равенства для выражений 5Кх+у)—Ш(х+у) и 5Цх+у)+, 


+т(х + у) получим 
5(х + у) = ях - соу + 517 -сох +тх.о5у +ту-о05х, 
5(х- у) =Ях-соу-5й-сох+ тх:05у— ту: 05х, (6) 


т(х-+ у) = сох-ту-+тх-соу + о5х- 517 + 05у- 91, 


т(х- у) =-сох-ту+тх-соу-о5х 517 + 05у- 9х. 
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Легко проверить, что формулы двойных аргументов 512х, 1т2х следуют при х=у 
и совпадают с формулами (9). 
Комбинируя в (16), получим 
5Кх+у)+5Кх- у) = 2(ях -соу+тх-05у), 
5Кх+у)-5Цх- у) =2(57.-сох+ту-05х), 
| | (17) 
т(х+у)+т(х- у) = 2(тх-соу-+ 05у: 51%), 
т(х+у)-т(х-у) = 2(сох-ту + 05х51). 
Найдем тригогиперболические функции для суммы и разности аргументов для 
со5(х+ у) и сй(х- у) 


со5(х + у) = с0$хсоз у —зшхзш у = (сох- о5х)(соу — 05у) — (ях —тх)(517 —ту) = 


= сохсоу — обхсоу — о5усох- о5хобу — 51х51 - тхя1у + зрату — тмту. 
сих + у) = сихсйу+ йх5йу= сохсоу+ о5хсоу+ о5хсоу+ о5хозу+ ях ялу+тхяйу+ 5 хту+тхту 
со(х-+ у) —о5(х + у) = сохсоу-— озхсоу- озусох- о5хо5у- 91х57 тх517+ 5хту-— тхту. 
со(х+ у) +05(х- у) = сохсоу+ о5хсоу+ о5хсоу+ 05хо5у-+ 91х51 +тхя1 + Яхту-+тхту. 
со(х-+ у) = сохсоу- о5хобу + тх5йу + ту, 
со(х- у) = сохсоу + о5хозу — тх5й? — яхту, 
05(х-+ у) = о5хсоу + о5усох + 51х51? + тхту, Ио 
05(х-— у) = о5хсоу- обусох-— Ях51у — тхту. 
Формулы двойных аргументов со2х, 052х следуют при х=у и совпадают с 
формулами (10). 
со(х + у) + со(х — у) = 2(сохсоу + 05х05у), 
со(х + у) — со(х — у) = 2(яхту + тх51у), 19) 


05(х+ у) + 05(х — у) = 2(05хсоу + о5усох), 
05(х+ у) - 05(х — у) = 2(Яхяу + тхту). 


3 Некоторые комплексные соотношения 
для функций 5х, шх, сох, 05х 


Подставив в разложения функций 5х, шх, сох, озхх вместо переменной х 


переменную {Хх и учитывая, что Г =-Ь Г =-рй =1, получим 


5..5 9.9 


т ити р 
5) =х+ + +... =, 
5! 9! 
.3_.3 .5_.7 .11. 11 
ВЕ Е с 
тах) = + + +... =-ЙИХ, 
3 7! 11 
4.4 .7_.8 
: а 
со(@х) =1+ + +... = СОХ. 
4! 8! 
. Пх? Йхб 10х10 
05(1х) = + + ....=-—05Х. 
2! 6! 10! 
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В результате получим соотношения для тригогиперболических функций мнимого 
аргумента 
5) =Т-51, 


т(х) =-1.тх, 


19 
со(1х) = сох. мо 
05(1х) =-—05х. 

Легко проверяются следующие равенства 
зт(х) = Кр) — мт) = Кях + тх) =1. 5йх, 
со$(4х) = со(рх) — о5 Хх) = сох + ох = сйх, 
(1х) = со(х) — о5() 0) 


5й(ах) = ях) + т@х) = Цях — тх) =1.зщх, 
сах) = со(1х) + о5(рх) = сох — ох = со$х. 
е" = 5х) + тах) + со(№) + о5(р%) = Куй — тх) + сох + о5х = с05 х + 15 Х. 


Подставим эти выражения в формулы (6) 


МХ их —1. 5Й(их)), ях = их —71- т (Х)), 
Их ох +1. 5Й(их)), шх = их +1-зш(х)), 
ее > (их +ей(х)), сох = ‚ (воз) +со5х), 
1 | 1 
05х = —(сйх- сй(х)). 05х = —(со0$(1х)- созх). 
7 2 (21) 


Запишем формулы (16) - (19) для комплексной переменной 2=х+ и 2 =х-й 
5(х + 17) = 5 соу — тхобу + Кяусох — туобх), 
5(х — 17) = 9хсоу — пхобу + Ктуо5х — усох), 
т(х +1) = тхсоу — о5уяйх + Козх51у — сохту), 
т(х 1?) = шхсоу — озуях + Ксохту - 05х51>). 
5х + 1?) +5Цх -— 1?) = 2(яхсоу — тхобу), 
5(х + 17) — 5Кх — 1?) = 2И&1усох — туобх), 
т(х +1) +т(х- 1) = 2(тхсоу — озуяйх), © 
т(х+ 1) — т(х-— 1) = 2Цозхяу — сохту). 
со(х +1) = сохсоу — о5хо5у —1: (яхту — тх5), 
со(х -—1)) = сохсоу — 05хо5у — 1: (тх5йу — яхту), 63) 
05(х-+ у) = о5хсоу — озусох — 1: (я х51у + тхту), 
05(х-— у) = озхсоу — обусох — 1: (Я1х51у — тхту). 
со(х-+17) + со(х-—1}) = 2(сохсоу — 05х05), 
со(х+17) —со(х—1) = 2Итхяйу — яхту), 
05(х+1) +05(х-—1?) = 2(05хсоу- о5усох), У 
05(х+17)-05(х- 1) = 2Кяхяу — тхту). 
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Выводы 


В работе рассмотрена возможность введения группы независимых «элемен- 
тарных» функций на основе известных стандартных степенных рядов для функций 
ушх, со$х, 5йх, сйх. При «перестраивании» степенных рядов введены четыре линейно 


независимые между собой функции, которые условно обозначены как ях, шх, сох, о5х 


и названы тригогиперболическими функциями. Эти функции выражаются через обычные 
тригонометрические и гиперболические функции взаимно однозначно. Для них расс- 
мотрен весь спектр алгебраических возможностей. Получены алгебраические соот- 
ношения между новыми функциями, а также между новыми и прежними. Произведено 
аналитическое продолжение новых функций в комплексную плоскость и записаны 
основные соотношения для функций комплексного переменного. 

Необычные соотношения в связи с введением новых функций делают теорию 
достаточно сложной, но перспективной. Математический аппарат в новых функциях 
имеет значительные ограничения в сравнении с обычными и требует определенной 
сноровки и опыта. Тем не менее, теория интересная и допускает обобщения и 
развития в область дифференциального и интегрального исчисления, а также 
дифференциальных уравнений. Свойства тригогиперболических функций позволяют 
в полной мере изучить класс уравнений, решаемых в квадратурах. 

Что касается перспективы предложенной теории, то сразу отметим возможность 
ее практического применения в теории фазовых переходов и переходных процессов в 
электрических цепях. Эта возможность открывается благодаря уникальным свойствам 
введенных функций. Одним из специфических свойств является монотонный характер 
функций ях, шх, сох, озх, а их разности (ях — тх),(сох — ох) дают ограниченные и 
периодические функции. 
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ЛАТ. Мироненко 

Тригогтерболчн! функцй та 1х алгебрайчн! властивост! 

У стати пропонуеться альтернативний варлант системи незалежних функшй. Нов! функцй взаемно одночасно 
виражаються через звичн! тригонометричн! 1 гшерболчн! функций 1 тому назван! тригогтерболчними 
функщями. Отриман! сшввдношення мж новими функщями, а також мж новими 1 традийними 
функщями. Незвичесть цих сшвадношень робить теор1ю досить складною, але перспективною. 


Статья поступила в редакцию 05.07.2010. 
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